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Aufgabe: ,,Funktionen*

1.

b)

d)

Gegeben sind in ihrem jeweils gréRtmoglichen Definitionsbereich die Funktionen f;, f,,
f3 und f, mitihren Graphen G;, G,, Gzund G, durch die Gleichungen:

y = f;(X) = 2- sin(x —g) Y= f,(x) == (x +1)° — 8
y=f3(><)=xf5+3 y="f,(X)=/4x -8

Untersuchen Sie die Funktion f; auf Nullstellen und geben Sie ihren Wertebereich an.
Zeichnen Sie den Graphen G; im Intervall [— T, 47:].

Weisen Sie unter Verwendung der Beziehung

sin(a. + B) = sina. - cosP + cosa - sinf
nach, dass fur alle x eR gilt: f;(X + 2r) = f;(x) und schlussfolgern Sie daraus auf eine
besondere Eigenschaft der Funktion f;.

Berechnen Sie die Nullstelle der Funktion f, und geben Sie die Monotonie der
Funktion f, an.

Maik beschreibt folgendermalRRen, wie der Graph G, aus dem Graphen der Funktion g
mit y = g(x) = x> hervorgeht: ,Der Graph der Funktion g wird um eine Einheit in
Richtung der negativen x-Achse und um acht Einheiten in Richtung der negativen
y-Achse verschoben, anschliel3end wird an der x-Achse gespiegelt.”

Begriinden Sie, dass diese Vorgehensweise nicht zum Graphen G, fiihrt und geben Sie
eine Gleichung der Funktion an, deren Graph nach Maik's Beschreibung aus dem
Graphen von g entsteht.

Beschreiben Sie mit Ihren eigenen Worten den Begriff ,Asymptote“ und geben Sie
Gleichungen der Asymptoten des Graphen G5 an.

Skizzieren Sie den Graphen Gg in einem geeigneten Intervall.

Der Graph G; weist eine Symmetrieeigenschaft auf. Entscheiden Sie, welches der
folgenden Symmetriezentren fir den Graphen Gy zutrifft und begriinden Sie.

O O O O O
y-Achse Koordinaten- Gerade mit Punkt Punkt
ursprung x=5 P(5|3) P(-5]3)

Geben Sie eine Gleichung fur den Nachweis dieser Symmetrie an.
Ermitteln Sie den gré3tmdglichen Definitionsbereich der Funktion f,.
Zeigen Sie, dass der Graph G, mit der Geraden h mit der Gleichung y =h(x) = %x +1

genau einen Punkt gemeinsam hat und berechnen Sie dessen Koordinaten.
Charakterisieren Sie die spezielle Lage der Geraden h zum Graphen G,.
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2. Fdur die Finanzierung ihrer Ausbildung legen Maria's Eltern zu ihrer Geburt einen
festverzinslichen Sparbrief tber 10 000,00 Euro an. Der Zinssatz betragt 2,5 %.

a) Begrunden Sie, dass sich das Guthaben G in Euro nach t Jahren (teR, t >0) durch
eine Funktion mit der Gleichung y = G(t) = 10000 - 1,025"' beschreiben lasst.

Berechnen Sie die Guthaben G zu den Zeitpunktent=2,t=5,5und t = 18.

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion G im Intervall [0; 18] in ein Koordinatensystem
und beschreiben Sie die Verdnderung des Graphen bei Variation des Startguthabens
sowie des Zinssatzes.

b) Ermitteln Sie eine Gleichung der Umkehrfunktion t(G) und weisen Sie nach, dass auch
B _lgG-4 . . : L
y=t(G)= 191025 eine Gleichung dieser Umkehrfunktion ist.
Geben Sie den gréflitmoglichen Definitionsbereich der Funktion t an.
Charakterisieren Sie die gegenseitige Lage der Graphen der Funktionen G und t.
Formulieren Sie im Sachzusammenhang eine Aufgabenstellung, die mithilfe der
Funktion t(G) gel6st werden kann.

Mit einem Startguthaben von 9700 Euro sowie einer jahrlichen Rate von 320 Euro will sich
auch Maria's Grolimutter am Ausbildungsfond beteiligen, allerdings spart sie das Geld zu
Hause in ihrem Kopfkissen.

c) Geben Sie eine Gleichung der Funktion G; an, die das Guthaben (in Euro) dieser

Anlage in Abhéngigkeit der Zeit t (t in Jahren) beschreibt und vergleichen Sie die beiden
Funktionen G und G; unter mathematischen Gesichtspunkten.

d) Berechnen Sie die Zeitpunkte t, fur die der gemeinsame Ausbildungsfond fur Maria zu
gleichen Teilen von ihren Eltern und ihrer Gromutter stammt.

Eine Kombination aus beiden Anlagemdglichkeiten ist ein sogenannter ,Ratensparvertrag®,
hierbei werden regelmaRig Einzahlungen von R Euro pro Jahr getétigt und das aktuelle
Kapital jeweils mit konstantem Zinssatz p verzinst.

e) Die Entwicklung eines Guthabens soll beispielhaft fir eine Rate von R = 1000,00 Euro
sowie einen Zinssatz von p = 2,5 % mithilfe einer Tabellenkalkulation berechnet werden.
Geben Sie die Befehle in den Zellen B7 bis D7 an und Ubertragen Sie die Tabelle in ein
eigenes Tabellenkalkulationsprogramm.

Stellen Sie die Entwicklung des Guthabens in den ersten 18 Jahren dar.

A B c D
1 Rate R [in €]: 1000,00
2 Zinssatz: 2.50%
3
4
5 |Jahr Kapital K [in €] Zinsen [in €] Guthaben [in €]
6 1 1000,00 25,00 1025,00
7 2 2025,00 50,63 207563
8 3 3075,63 76,89 3152 52
9 4 4152 52 103,81 4256,33
10 5 5256,33 131,41 538774

Ermitteln Sie jeweils einen Term zur Berechnung des Kapitals am Beginn des 3. Jahres,
am Beginn des 4. Jahres und zu Beginn eines Jahrest (t e R, t>0).

Quelle: Bildungsserver Sachsen-Anhalt (http://www.bildung-Isa.de) | Lizenz: Creative Commons (CC BY-SA 3.0)
Seite 3 von 8



Niveaubestimmende Aufgabe Mathematik Gymnasium Schuljahrgang 10
LISA Halle 07.07.2016

Erwarteter Stand der Kompetenzentwicklung

AFB | AFB | AFB
I Il 1]
la | Untersuchen und Angeben, z. B.: X X

Aufg. | Hinweise zur Lésung

: TN . T
0:2-sm(x—5), X0,k :E+k-n, kez
=[-2;2]

Zeichnen, z. B.: X
2 /\ A

Nachweisen, z. B.: X
fi(x+2n) = 25in(x+2n—g) = 25in(x+%nj

=Z[ancos(gn)+cosx~sin(%n)}
=-2 = 2sinl E_x|=—2sin-[x-Z
COSX sm[2 xj sn( (x ZD

= ZSin(x - g) =1f,(X)

Schlussfolgern, z. B.: X
fi: periodisch mit p=2n

=

o

1b Berechnen und Angeben, z. B.: X
0:—(x+1)3 -8; Xg=-3
f, : monoton fallend

Begriinden und Angeben, z. B.: X

Wird zuletzt gespiegelt, dann nicht an der x-Achse, sondern an
der Geraden mit der Gleichung y =-8.

y=v(x):—(x+1)3 +8

1c Beschreiben und Angeben, z. B.: X X
Eine Asymptote ist eine Kurve, der sich der Graph beliebig
annahert.
y=3undx=5
Skizzieren, z. B.: X

y
5
4

nwza4\5s7sam
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Aufg. | Hinweise zur Lésung ATB A::IB A:I:IB
Entscheiden, Begriinden und Entwickeln, z. B.: X
Symmetriezentrum: Punkt P(5 | 3)
Der Graph der Funktion mit der Gleichung y = % ist
punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung. Der Graph Gj
geht aus diesem durch Verschiebung um 5 Einheiten in Richtung
der positiven x-Achse und um 3 Einheiten in Richtung der
positiven y-Achse hervor.
3-13(5—-x)=f3(6+x)—3
1d Ermitteln, z. B.: X
4x-82>0
Dy = [2; +o0)
Zeigen und Berechnen, z. B.: X
f4(X) = h(x) , Xs = 6 einzige Lésung, S(6 | 4)
Charakterisieren, z. B.: X
Die Gerade h ist die Tangente an G, im Punkt S.
2a | Begrinden, z. B.: X
exponentielles Wachstum mit Anfangswert G(0) = 10000
und Wachstumsfaktor a=1+ % =1025
Berechnen, z. B.: X
G(2) = 10506,25 €, G(5,5) = 11454,64 € und G(18) = 15596,59 €
Zeichnen, z. B.: X
Guthaben in Euro
18000
16000
14000
12000
10000
8000
6000
4000
2000
0 tin Jahren :
-2-1101 2 3 45 6 7 8 9101112131415 16 17 18 1920 21 22
Beschreiben, z. B.: X
Der Graph von G verschieben sich mit &nderndem G in
Richtung der y-Achse und Verénderungen von p wirken sich auf
den Anstieg aus, d. h. der Graph wird ,flacher” oder ,steiler”.

Quelle: Bildungsserver Sachsen-Anhalt (http://www.bildung-Isa.de) | Lizenz: Creative Commons (CC BY-SA 3.0)
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AFB | AFB | AFB

Aufg. Hinweise zur Lésung | " "

2b Ermitteln und Nachweisen, z. B.: X
B G
%(G) =109, 25 10000

G
o G 970000 19G-1g10000 IgG -4
%025 70000 ~ 191025  1gL025  IgLo025

Angeben und Charakterisieren, z. B.: X

D =[10.000; +x)
Die Graphen von G und t liegen spiegelsymmetrisch beziglich
der Geraden mity = x.

Formulieren, z. B.: X
Zu welchem Zeitpunkt t hat die Anlage ein Guthaben bestimmter
Hoéhe?
2c Angeben und Vergleichen, z. B.: X

y =G4(t)=320-t+9700
G : exponentielles Wachstum, Zuwéachse werden grol3er

Gy: lineares Wachstum, Zuwéchse konstant
Gemeinsamkeiten: monoton wachsend

2d Berechnen, z. B.: X
G(t) = G4(t); t; = 5,4 Jahre ; t, ~ 15,4 Jahre

2e Angeben und Darstellen, z. B.: X
B7:=D6+$B%$1; C7:=B7*$B%$2; D7:=SUMME(B7:C7)
Jahr Kapital K [in €] Zinsen [in €] Guthaben [in €]

1 1000,00 25,00 102500
2 202500 50,63 207563
3 3075,63 76,89 3152 52
4 4152 52 10381 4256.33
5 5256,33 131,41 5387,74
6 6387.74 159,69 6547 43
7 7547 43 188,69 773612
8 873612 218,40 8954 52
g 9954 52 248,86 10203 38
10 11203.38 280,08 11483 47
11 12483 47 312,09 12795 55
12 13795 .55 344 89 14140 44
13 1514044 378,51 15518,95
14 16518,95 412,97 16931,93
15 17931,93 448,30 18380,22
16 1938022 484 51 1986473
17 20864,73 521,62 21386,35
18 22386.35 559,66 2294601
Ermitteln, z. B.: X
K(1) = 1000

K(2) = K(1) - 1,025 + 1000 = 1000 - 1,025 + 1000 = 1000 - (1,025 + 1)
K(3) = K(2) - 1,025 + 1000
= (1000 - (1,025 + 1)) - 1,025 +1000 = 1000 - (1,025 + 1,025 + 1)

K(4) = K(3) - 1,025 + 1000 = ... = 1000 - (1,025° + 1,025% + 1,025 + 1)
4
= 1000- 310251

n=1

t
K(t)=1000- > 1025"1
n=1

Quelle: Bildungsserver Sachsen-Anhalt (http://www.bildung-Isa.de) | Lizenz: Creative Commons (CC BY-SA 3.0)
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Anregungen und Hinweise zum unterrichtlichen Einsatz

Die Aufgabe zielt auf die Ausbildung vielfaltiger Kompetenzen im Umgang mit Funktionen ab,
die insbesondere zur Bewaltigung von Anforderungen in den Kompetenzschwerpunkten des
Inhaltsbereiches ,Zuordnungen und Funktionen® der Qualifikationsphase erforderlich sind.
Die Schulerinnen und Schiller sollen einerseits einen Uberblick elementarer
Funktionsklassen mit ihren spezifischen Eigenschaften gewinnen und andererseits durch
Verallgemeinerungen Synergieeffekte erkennen und verwenden. Dariber hinaus sollen die
Schilerinnen und Schiler Funktionen als geeignete Modelle fir verschiedene, auch
aullermathematische Sachverhalte nutzen lernen.

Die Bearbeitung der Aufgabe bietet sich als Abschluss der Arbeit in diesem Kompetenz-
schwerpunkt an, da zu diesem Zeitpunkt alle inhaltsbezogenen Kompetenzen entwickelt sein
mussten. Eine Reflexion der in Aufgabe 2 thematisierten Strategien zur Vermégensbildung
anhand der Erfahrungen der Schilerinnen und Schiler dient dabei der Vermittlung der
Grunderfahrung, Probleme des alltaglichen Lebens mit Mitteln der Mathematik zu 16sen und
zu beurteilen.

Aufgrund des Umfangs sowie der inneren Abgeschlossenheit der einzelnen Aufgabenteile
bietet sich eine Bearbeitung in verschiedenen Arbeits- bzw. Sozialformen an. Durch
bestimmte Formen von Gruppenarbeit (z. B. Gruppenpuzzle) tiben sich die Schilerinnen und
Schiler im Argumentieren und Kommunizieren und durch die Lehrkrafte kénnen gezielt

Malnahmen der Differenzierung getroffen werden.

Anmerkungen zum Einsatz digitaler Werkzeuge

1. Die Kennzeichnung des Hilfsmittels mit ,CAS* meint nicht ,Computer-Algebra-Systeme*
im engeren Sinne, sondern wird synonym fir digitale Lernwerkzeuge, sogenannte Multi-
Reprasentationssysteme, verwendet. Diese zeichnen sich durch die gleichzeitige
Verfugbarkeit der unterschiedlichen Tools und damit durch die Mdoglichkeit der
Vernetzung, z. B. durch graphische, numerische und algebraische Darstellungsweisen
aus.

2. Die durch die Schilerinnen und Schiiler zu entwickelnden Ldosungen sind grundséatzlich
unabhangig vom verwendeten Hilfsmittel (Taschenrechner, CAS, herkdmmliche

Tabellen, etc.) mathematisch korrekt und nachvollziehbar darzustellen.

Quelle: Bildungsserver Sachsen-Anhalt (http://www.bildung-Isa.de) | Lizenz: Creative Commons (CC BY-SA 3.0)
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Art der Aufgabe

Hilfsmittel

Arbeitszeit

Schuljahrgang

Lernaufgabe

Aufgabe 1: WTR

Aufgabe 2: CAS

90 min

10

Einordnung in den Fachlehrplan

Kompetenzschwerpunkte

Funktionsklassen

zu entwickelnde mathematische Kompetenzen

— Exponential- und Winkelfunktionen grafisch darstellen
— Eigenschaften von Potenz- und Wurzelfunktionen sowie von Exponential- und
Logarithmusfunktionen ermitteln und beschreiben sowie Zusammenhénge unter dem
Aspekt von zueinander inversen Funktionen herstellen
— Eigenschaften von Winkelfunktionen ermitteln und beschreiben
— Einfluss von Parametern auf die Lage und Form der Graphen von Funktionen
untersuchen und beschreiben
— einfache Wurzel- und Exponentialgleichungen I6sen
— Wachstumsprozesse untersuchen sowie lineares und exponentielles Wachstum erkennen
— verschiedene Typen von Funktionen erkennen und in unterschiedlichen Sachsituationen

anwenden

Bezug zu grundlegenden Wissensbestdnden

— Potenzfunktionen mit y = f(x) = x", n e Z und ihre Eigenschaften (auch Asymptoten)

— zueinander inverse Funktionen

— Wourzelfunktionen mit y = f(x) = 2/x , N e N, n>2und ihre Eigenschaften

— Exponentialfunktionen mity = f(x) =a*, a> 0, a # 1

— Winkelfunktionen y = f(X) = sin x, und ihre Eigenschaften (auch Periodizitat)

— Einfluss von Parametern auf Lage und Form der Graphen der o. g. Funktionen
y=gx)=a-f(x+b)+c

— Wurzel- und Exponentialgleichungen

Einordnung in das Kompetenzmodell

inhaltsbezogene allgemeine mathematische
Aufg. | mathematische Kompetenzen | Kompetenzen AFB
= MEEA B D IR
la X 3 3 X X
1b X 5 3 X
1c X 1 1 X
1d X 2,3 X X
2a X 2 2 X
2b X 3 4 X
2c X 1 X
2d X 3,6 X
2e X X 4,6 1 X X
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